Diversas geometrias aplicadas a la musica
(A la memoria de Francisco Guerrero y Miguel Angel Guillén)

Introduccion

De un modo u otro la musica siempre ha caminado al lado de las matematicas. Ciertos
periodos historicos y estéticos se han acercado mas a ellas; otros, sin embargo, han dado
predominio a campos de otra indole tales como el literario. Desde Pitdgoras hasta nuestros dias
el namero aplicado a la musica ha fascinado sobremanera, ya sea como herramienta al servicio
de la técnica (construccion de viejos y nuevos instrumentos, entendiendo como nuevos
instrumentos los basados en ‘“software”, que realmente son unicamente algoritmos
matematicos), de la composicion (mediante la creacion de sistemas), o como lenguaje criptico
metaliterario o religioso (utilizaciéon de ciertas combinaciones numéricas en un ambito magico-
cabalistico).

El pasado siglo XX ha sido fascinante. El gran desarrollo de la fisica (teoria de la
relatividad, mecanica cuantica, teoria de cuerdas...) ha inundado nuestra existencia de cierta luz
y a la vez de muchas y nuevas preguntas. La aparicion de los ordenadores hizo posible abordar
grandes cantidades de célculo en poco tiempo y ello propicié el desarrollo de las matematicas en
campos tales como caos, geometrias fractales y otros muchos que sin la computaciéon no eran
nada féciles de abordar aunque algunos de ellos hubieran comenzado su andadura en siglos
precedentes. Por otro lado, la proliferacion de los ordenadores personales, el bajo precio de la
memoria y otros factores han hecho posible que podamos emprender en nuestras propias casas
lo que antes era impensable.

El transito de conocimientos entre las diversas disciplinas ha producido un desdibujado
de los limites de las mismas y no es extrafio ver a un economista analizar el comportamiento de
la bolsa a través de calculos basados en técnicas de procedencia fractal o a un botanico tratando
de encontrar respuestas a un determinado patron de crecimiento de una especie vegetal
utilizando secuencias numéricas basadas en los sistemas L (un determinado tipo de fractales).
La musica no es ajena a estas conexiones interdisciplinarias; necesita experimentar con lo que
otras ciencias le ofrecen. Las matematicas, sin lugar a dudas, son guia y solucion para algunos
de los nuevos retos que la musica plantea.

El articulo que sigue trata de contar alguna de nuestras experiencias vividas durante los
ultimos afios en relacion con el material que propone el titulo del presente escrito y estin en
estrecha relacion con la elaboracién de la denominada “plataforma Cygnus X-1” (conjunto de
programas de asistencia a la composicion musical desarrollados por Carlos Frias y Carlos Satué
en el lenguaje de programacion FutureBasic) que partiendo de las ideas de Francisco Guerrero,
contintla en constante expansion en multiples direcciones, algunas de las cuales, como las que
versan sobre geometria fractal aplicada a la creacién de objetos musicales, se tocaran en estas
lineas. La mayoria de estos procedimientos han sido utilizados en obras de Carlos Satué; no
obstante, al margen de algunos ejemplos, aquello que se vaya detallando segun el tipo de
herramienta que llevemos entre manos, se aplicara a modelos sencillos de J.S. Bach, complejas
geometrias provenientes del mundo de los fractales o bien introduciremos algin ejemplo de
Francisco Guerrero.

Dado que el espacio del que disponemos es limitado nos centraremos unicamente en
varios apartados que creemos de maximo interés: espacios 3D, sistemas de funciones iteradas,
generacion de una aproximacion fractal a partir de un modelo musical y, finalmente,
movimiento browniano. A lo largo de los distintos apartados expondremos algunas de las
férmulas utilizadas en la elaboracion de los algoritmos, asi como otras de tipo general que
puedan resultar utiles.

Nuestro deseo es abrir en el lector una via de reflexion acerca de estos procedimientos a
la par que alentarle a extrapolar conocimientos de otras disciplinas (en particular de las
matematicas) al mundo de la musica. Por otra parte, no es otra cosa que lo que ha sucedido
siempre.



1- Proyecciones 3D

La posibilidad de introducir un objeto musical en un espacio 3D y rotarlo, desplazarlo,

comprimirlo o expandirlo tridimensionalmente, para posteriormente proyectarlo de nuevo en la
partitura es algo que resulta altamente interesante. Para ello debemos pensar que cada nota
musical debe comportarse como un vector en un espacio dado 3D. Dicho vector contiene un
valor para el pardmetro X, otro para el Y y por ultimo otro para el Z. La coordenada X es
habitualmente asignada a fendmenos de duracion temporal o también a impactos (punto donde
arranca la duracién de la nota en un espacio temporal). Una duracion viene dada por un valor de
X para el comienzo y otro valor de X para su finalizacién, salvo que sea un solo punto que
represente una duraciéon de valor 1. Habitualmente la coordenada Y queda ligada a valores de
altura, los que por otra parte, a diferencia de las duraciones y el discurrir temporal de la pieza
musical, tienen un registro muy limitado. Mas alla de los célculos, el maximo registro de alturas
del que disponemos tomando como referente el ambito MIDI responde a valores comprendidos
entre 1 y 127 (por otro lado estos valores exceden con creces el registro orquestal lo que hace
que sea suficiente para nuestros propositos). La coordenada Z normalmente tomara los valores
referidos a las dinamicas, sucediendo algo semejante a Y respecto de la estrechez del registro
una vez finalizados los calculos. Al igual que en las alturas, el registro dindmico maximo sera
de valores comprendidos entre 1 y 127 (valores MIDI que por otra parte tendremos que
redondear para adaptarlos a una escala dindmica de un numero relativamente bajo de
expresiones; de hecho, en nuestro caso, se utilizara una escala que va desde ppp hasta fff).
Este tipo de reparto de las coordenadas no tiene por qué ser necesariamente asi. En teoria
podriamos tomar cualquiera de los parametros musicales y asignarlo a cualquier valor del vector
(por ejemplo, una hipotética escala de articulaciones podria ser asignada a X). Como veremos
mas adelante, la interdependencia de X, Y, y Z en el célculo es total y ello nos llevara a
reconsiderar determinadas situaciones musicalmente paraddjicas en cuanto a la relacion que
hayamos prefijado de antemano para la elaboracion de cualquier transformacion en el espacio
3D. No obstante, para los casos que llevaremos entre manos y que mostraremos como ejemplos
utilizaremos un volcado de valores como se ha descrito en lineas precedentes; es decir, sin
entrecruzamiento de parametros.

Como hemos podido intuir, sera necesario trasladar los valores simbdlicos de las notas a
valores numéricos y tal como apuntdbamos anteriormente utilizaremos valores de la escala
MIDI dado el alto grado de practicidad que ofrecen. La utilizaciéon de espacios menores al
semitono en las alturas o menores que la unidad en las dindmicas es posible si no truncamos los
valores eliminando la parte decimal del calculo. También debe ser posible introducir valores
decimales en cada uno de los pardmetros antes de efectuar las operaciones de transformacion
(por ejemplo podriamos codificar Do4 cuarto de tono como 61.5 si tomamos el Do4 como valor
61). Tras las operaciones serd necesario cierto redondeo para devolver los valores numéricos a
simbolicos. Pongamos el siguiente ejemplo: si deseamos pasar el valor 61.4256985 a la escala
de alturas, podriamos hacerlo como Do4+, sin embargo el valor 61.2145758 podria truncarse y
con ello obtendriamos simplemente Do4 en dependencia de donde hubiésemos fijado los limites
del cuarto de tono. Los valores referidos a las duraciones e impactos disponen de registros tan
anchos como el objeto musical precise, sin embargo también estdn sometidos al redondeo.
Debemos pensar que cada posicion de X responde a una duracién temporal minima, pongamos
a la del valor de una semifusa; si no deseamos ir mas alld de esta unidad y tenemos muchos
impactos comprendidos en el espacio temporal de dicha semifusa cuya parte decimal es
desigual, no tendremos mas remedio que reagruparlos y hacerlos aparecer como un acorde,
renunciando a su autentica posicion de impactos secuenciados. Una vez que nuestro objeto
musical estd codificado numéricamente y emplazado en un hipotético espacio 3D estara en
situacion operativa.

El paso de 2D a 3D conlleva considerables esfuerzos de calculo. En realidad, hablando
coloquialmente, el espacio 3D encierra muchos rincones de dificil acceso; de hecho, las
proyecciones que se podrian realizar a partir de un espacio 3D sobre planos 2D son infinitas.



Tomando esto en consideracion, inicamente se opt6 por las transformaciones més basicas como
pueden ser:

-Rotaciénenelejede X, Y,y Z.

-Expansion-Contraccion en cada una de las coordenadas

-Desplazamiento igualmente en cada una de ellas.

-Rotacion alrededor de un eje arbitrario delimitado por dos vectores.

Con modificaciones sencillas del algoritmo o combindndolo con otros podriamos conseguir
interesantes transformaciones tales como la adscripcion al sistema de un efecto de perspectiva,
lo que haria mucho mas realistas las percepciones de las distintas transformaciones y podriamos
ademas proyectar el efecto de la misma en la partitura.

La transformacion en alguna de sus coordenadas de manera aislada también es posible
si despreciamos el resultado de las otras. Tengamos presente que las 3D encierran las
posibilidades de 2D y de 1D. También podriamos extrapolar y pensar en algoritmos que
trabajasen el objeto musical en nD; de igual manera, el algoritmo podria colaborar con otros
sistemas dindmicos. Como ejemplo de esto ultimo, pensemos en las torsiones que se producirian
en el objeto que transformamos al variar regular o irregularmente el valor del angulo en cada
nuevo punto de X. Algo relativamente sencillo y musicalmente interesante podria ser aplicar
una determinada proporcidon continua a las distintas transformaciones, como en el caso de
elaborar sucesivas rotaciones en un eje en el que cada transformacién tuviese un valor angular
basado en una relacion aurea respecto del angulo de su anterior transformacion, o que esta
proporcidn continua se manifestase no solo en el angulo, sino en cada uno de los parametros.
Todo esto excede las posibilidades de este escrito por lo que no las trataremos aqui.

Hay varias técnicas para trabajar el espacio 3D. Quiz4 una de las més utilizadas es la
que opera con matrices de cuaternios (conjunto de cuatro numeros tal como q=(w, X, y, z)). Otra
técnica es trabajar con coordenadas esféricas (aunque al final siempre hay que pasar a
cartesianas) y quizd la mas sencilla sea operar directamente con coordenadas cartesianas a
través de las formulas que expondremos a continuacion:

- La rotacién en el eje de X puede hacerse utilizando la siguiente formula:

X5 = X
Y; = cos(px)*Yi —sen(px) * Z
Zy = sen(px)*Y;+ cos(px) * Z;

Siendo Xy, Yy, y Z¢ los valores de los parametros X, Y, y Z de llegada respectivamente. X;, Y;y
Z; son los valores de los parametros de partida y angulo X es el angulo de giro que aplicaremos
al eje de X.

- La rotacién en el eje de Y podemos hacerla con la formula siguiente.

Xy = sen(py)*Z; + cos(py ) * X;
Zy = cos(py)* Zi —sen(py) * X;

El angulo Y es el angulo de giro en el eje de Y. El resto de los valores han sido comentados con
anterioridad.
- La rotacién en el eje de Z puede hacerse teniendo en cuenta:

Xr = cos(pz)*Xi—sen(pz)*Y;
Yy = sen(pz)* Xi+cos(pz) *Yi
Zy = Z

Donde el angulo Z es el angulo que aplicamos al giro del eje Z.
- La expansion contraccion viene dada mediante una simple multiplicacion

Xy = X;*Cy
Yy = YixCy
Zf - Zl * CZ



Siendo C, cualquier numero real no nulo, aunque hemos de saber que si C, es mayor de 0 y
menor de 1 el objeto se contraerd; la expansion se efectuara cuando este factor sea mayor de 1.
Habré que tener en cuenta el signo del factor. Si multiplicamos el objeto por -1 obtendremos
como resultado su simétrico respecto al origen de coordenadas (multiplicando los valores de Y
por -1 obtendriamos lo que en muisica conocemos como inversion).
- El desplazamiento viene dado por una simple suma:
Xy = Xi+ Dy
Yy = Y.+ Dy
Z ;o= Zi+ Dy
Deberemos tener en cuenta que los procesos de transformacién no son conmutativos,
por lo tanto el orden de los mismos debe ser tenido en cuenta.
Otro problema a considerar es el emplazamiento en el espacio 3D del objeto que vamos
a transformar. Segun lo que pretendamos hacer serd necesario centrar el modelo para que rote
sobre si mismo (téngase en cuenta que rota todo sobre el origen centro y si nuestro modelo
aparece en una esquina el resultado podria ser completamente distinto del que obtendriamos si
el modelo estuviese centrado).

Una de las paradojas musicales es la interdependencia de cada uno de los pardmetros
entre si. Pongamos el siguiente ejemplo: una Z profunda de -127 en un impacto (X) cercano a 0
al ser rotada en el eje de Y en sentido contrario a las agujas del reloj (supongamos unos 90
grados) producira una modificaciéon en la posicion de X bastante alejada del punto 0 (se ird
hacia la izquierda). Si el valor de Z hubiese sido de -10, con igual rotacion el punto X de llegada
hubiese estado mucho més cerca del centro que el anterior. Queremos decir con esto que los
valores de las dinamicas acaban influyendo en las posiciones de los impactos (y al revés) en las
rotaciones del eje de Y. Sucede algo parecido en la rotacion del eje de Z, pues la posicion de X
determina la nueva posicion de Y (al igual que la posicién de Y determina también la de X), y
por ultimo en la rotacion del eje de X las dindmicas influyen en las alturas de llegada, asi como
las alturas también son determinantes para las dindmicas finales.
Imaginemos las posibles paradojas si hubiésemos hecho una distribucion del tipo alturas para X,
articulaciones para Y y timbres para Z. Una vez que nos hemos familiarizado con esto podemos
obtener interesantes transformaciones en el espacio 3D.

Para abordar el proceso de transformacién 3D, al igual que haremos con los siguientes
tipos de procesos, se ha utilizado el programa Campos de la plataforma Cygnus —X1. En él
podemos ver la partitura codificada numéricamente bajo diferentes puntos de vista. Uno de ellos
es el denominado lineas instrumentales-duracion-materiales. Aqui cada linea de abscisas
representa a un instrumento a lo largo del espacio temporal el cual estd cortado por lineas
verticales que representan los compases. Los distintos colores representan la adscripcion a un
determinado tipo de material arquitectonico. Cada duracidon viene representada por una linea
horizontal cortada por otra pequefa linea vertical lo que nos indica el impacto o punto de
comienzo de la duracion.

La vision alturas-duraciones-material nos muestra las posiciones de Y o alturas, el color
se refiere a la pertenencia a un determinado nimero de material y la duracion viene representada
por la extension horizontal de cada linea. En esta vision normalmente no podremos localizar el
instrumento al que pertenece la curva salvo que aislemos uno solo o por el efecto del color
distingamos entre unos pocos.

Abajo, en el cuadro de la izquierda, un modelo extraido del Concierto para Violin y Orquesta de Alban
Berg (primera aparicion del violin) con sus dindmicas originales, girado en el eje de Y 61 grados. A la
derecha, el mismo objeto en igual rotacion, pero con las dinamicas intencionadamente modificadas.
Obsérvese la gran diferencia en los resultados: colocamos un paso intermedio de 16° en la imagen
central.



En la imagen superior, vemos en la partitura codificada las dos visiones (duracion-instrumento-material
v duracion-material-altura) del ejemplo de Alban Berg comentado mas arriba. A la izquierda, el objeto
con sus dindmicas originales; debajo y en color claro, el resultado de un giro de 61° en el eje de Y. A la
derecha se puede apreciar el mismo objeto con las dinamicas forzadas intencionadamente para apreciar
las variaciones que se producen a causa de ello,; debajo y en color claro, en primer lugar el resultado de
girar 16° en el eje de Y; seguidamente, con un giro de 61° El efecto puede apreciarse mejor una vez
traspasado a grafia tradicional (imagen inferior), en la que ademas se puede constatar que el giro en el
eje de Y afecta también a X, en este caso los impactos, creando polifonia en algunos puntos.

El tema de Alban Berg con sus dindmicas originales. Debajo, un giro de 61° en el parémetro de Y.
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El mismo tema con di lib biadas para ir otros efectos. Justo debajo, el resultado que ofrece un giro de 16° en el pardmetro de Y.
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El objeto tras aplicarle un giro de 61° en Y. Las diferencias con el primer resultado (segundo pentagrama) también con un giro de 61°, obedecen al cambio de las dindmicas.
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La siguiente imagen muestra una rotacion del mismo modelo en el eje de X. El cuadro primero, con sus
dindmicas originales, girado 118°. Los cuadros siguientes muestran el modelo con las dinamicas
modificadas: el cuadro central como paso intermedio a 27°y el de la derecha a 118°.
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El ejemplo anterior, en la partitura virtual codificada, de nuevo en las dos visiones. A continuacion, la
imagen en grafia tradicional.

El ¢jemplo de Alban Berg con dindmicas originales y con una transformacién causada por un giro en X de 118° (primer pentagrama).
En el segundo y tercer pentagrama, con las dindmicas cambiadas, con un giro en X de 27° y 118° respectivamente.
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A la izquierda, el modelo con las dinamicas originales
2 o girado 30° en el eje de Z. A su lado, el mismo objeto en el
2y PR 2 que se modificaron las dindmicas antes de introducirlo en
b N L e el proceso. Obsérvese que no hay cambios salvo en el
e 5o ] o ] color de los puntos pues estos representan la

“profundidad” (en este caso, los valores de Z que
corresponden a las dinamicas).

Debajo, la representacion en las dos visiones del ejemplo anterior. La siguiente imagen muestra la
partitura en grafia tradicional (se octavaron los resultados por ser muy bajos).
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El e¢jemplo de Berg girado 30° en Z. Las tres primeras pautas, corresponden al modelo original. Las tres dltimas, con las dindmicas cambiadas.
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Aqui tenemos un ejemplo mds complejo tomado de una imagen generada por un algoritmo de IFS.

ANEXO

Imagen proveniente de Ecuacion

Clase: IFS MEMORIA

Modelo: Horseshoe

Nimero de lteraciones: 700

Niimero de puntos vélidos: 653

Punto X de inicio: 500

Punto ¥ de inicio: 200

Escala.del modelo: 300

‘Yalor de aifl: 0.99

‘Yalorde bi#l: 0.9999

Yalorde cifl: 0.25

Yalorde difi: 0.5

Yalorde eifl: 1e3

Yalorde fil: 1.2e3

Formula:

a=(ait* it + { big*yig)+cint § y=(
dift 08+ eift*yil)+i I thetag=atn
[attt) $ =3 arfbat 2+ (vi"2)) $ x
#=r*(cos( 2*thetak)) § yit=rt*(sin(
2thetad))

Nimero Adirao

Gx: 6.8541019662
Gy: 11.0901699437
Gz: 17.94427191

Arriba, la imagen de la derecha nos muestra el objeto transformado utilizando saltos numéricos basados
en la proporcion durea tal como se apunté anteriormente en las posibles especulaciones al tratar el
algoritmo.

Otro interesante procedimiento en el espacio 3D es la rotacion de un objeto musical
alrededor de un eje arbitrario delimitado por dos vectores. Para este proceso se ha utilizado una
formulacion algo més compleja:

A=(A,Ay,A,) y B=(B4,By,B,) son los dos puntos que, tomando la direccion desde el primero al
segundo definen el eje y P=(P,,P,,P,) es el punto que va a girar alrededor del mismo. P’ es el
punto P tras haber girado “a” radianes alrededor de dicho eje.
El vector unitario que apuntade A aB esn

(B —A;.B,—A,.B., — A,)
\,/(BI - ‘41‘)2 + (By - Ay).2 + (B: - A, )2

(ng,ny,n;) =

P' = A+[ne(P—A)|sn+cos(a)+[(P—A)—[ne(P—A)]¥n]+sen(a)x[nx(P—A)]

El * no es un producto normal sino escalar y el x es un producto vectorial. El £ es asi, ya que P’
puede rotar en direcciones opuestas.



El objeto generado por el algoritmo IFS mostrado anteriormente, esta vez girando en un eje arbitrario
dejando la estela de la rotacion. La primera secuencia muestra el objeto con el eje y el valor dado a las
Z. La secuencia continua con el giro a un valor de 48°y finalmente con una rotacion completa de 360°.

La aplicacion de perspectiva al algoritmo puede resultar altamente interesante para la
visualizacion del objeto 3D de forma mas realista como se ha comentado con anterioridad. Por
otra parte, podremos beneficiarnos de ello y obtener asi una transformacion en perspectiva
musicalmente util. Podemos conseguir el efecto de perspectiva multiplicando las coordenadas X
e Y de cada punto por la inversa de la distancia de la coordenada Z al observador.

Llamaremos D a la distancia del observador y esta debe ser al menos del orden del tamafio del
punto mas alejado de la figura centro. Supongamos un ancho de ventana de 600 puntos
(ancho=600) y un alto de otros 600 (alto =600).

C sera un factor contractivo arbitrario, como por ejemplo 0.75

cC = 075

D = C xancho
Offsety = ancho/2
Offsety = alto/2

Offsetx y Offsety sirven para centrar el objeto.
Kz D/(D + Z[i])
X = Xli]* Kz + Offsety
Y = Yli|* Kz + Offsety

X[i], Y[i], Z[i] son cada uno de los puntos de inicio de X, Y y Z respectivamente.

K, es la razén que resulta de dividir D/(D+Z][i]) y multiplicara a cada coordenada de X e Y de
inicio; posteriormente se le sumara el desplazamiento Offset, y Offset, respectivamente para
obtener las nuevas coordenadas de X e Y.

1.1 Posibles interpretaciones al volcar los resultados a la partitura grafica.

A la hora de proyectar nuestros resultados a la partitura debemos recorrer el camino
contrario y devolver a escritura simbolica la partitura codificada numéricamente. Cuando
realizamos este proceso podemos encontrarnos con un sinfin de dificultades que deberemos
resolver: asi, objetos de tamafio enorme que exceden el registro de las alturas (127) o puntos que
ocupan posiciones negativas. En el primer caso habra que eliminar las notas que exceden el
registro o bien comprimir el objeto de modo que quepa en el ambito del posible registro
instrumental al que vamos a proyectar la transformacién. En el segundo caso habrd que
positivar los nimeros negativos para que los pueda asimilar el sistema (no existe un valor de —
F). Este tipo de situaciones nos obliga a modificar nuestro resultado buscando soluciones
practicas, tales como nuevas compresiones con objeto de situar el resultado dentro de registros
posibles o bien excluir aquello que quede fuera de registro como acabamos de apuntar. También
podemos intentarlo desplazando fuera de las zonas negativas los distintos parametros.

jAtencion! Transformaciones muy drasticas producirdn resultados absolutamente
irreconocibles y se percibirdn como materiales nuevos y no como transformaciones. Cada
modelo es capaz de producir infinitas transformaciones. Somos nosotros los que debemos
decidir cuales serviran en cada momento a nuestros propdsitos.
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Las dos imagenes superiores muestran el objeto
generado por el algoritmo IFS en las dos visiones. En
color claro, el objeto original; en color oscuro,
transformado por giros en los tres parametros. A la
izquierda y en vision superpuesta el mismo objeto
trasvasado esta vez leyendo el pardametro Y y dando
duraciones artificiales con valor 1 (el objeto aparece asi
“desenrollado”...). La linea central oscura corresponde
a la vision instrumento-duracion y estd tremendamente
apelmazada por efecto de la escala. Debajo, su
representacion (grosso modo) en grafia tradicional.




Obsérvese como el objeto, leido en una sola linea, encierra varios perfiles a la vez.

2. Sistema de funciones iteradas.

Esta herramienta es ya un clasico en el mundo de los fractales (baste recordar la tipica
imagen del helecho de Barnsley). Como casi todos los algoritmos de esta clase, tienen la
caracteristica de la reiteracion y participa de las dos grandes particularidades de dichos objetos:
la autosimilitud y la dimension fraccionaria.

Uno de los atractivos del LF.S. es su espectacularidad grafica y la sencillez de sus
ecuaciones. Un LF.S. es un sistema finito de ecuaciones contractivas. Cada funcién al ser
iterada converge hacia un punto fijo que es el atractor del sistema dindmico en cuestion. Si se
aplican varias funciones (un sistema) sobre la figura original obtendremos una imagen por cada
una de ellas; es decir, n en un primer paso, en una segunda iteracion obtendriamos n2, en una
tercera n’ y asi sucesivamente hasta llegar a n". En este caso el atractor no es ya un solo punto
sino lo que se llama un “compacto”.

Sea cual fuere el proceso de partida siempre llegaremos al mismo resultado. El final del proceso
iterativo es el atractor.

Las formulas empleadas habitualmente (para 2D) las mostramos a continuacion en

forma matricial:
@\ (a b T N €
v ) e d Y f

¥ = axr+bxy+te

Y = cxr+dxy+f
Siendo x’ e y’ los puntos de “X” e “Y” tras haber sufrido la transformacion. Los llamados
coeficientes de afinidad son a, b, ¢, d, los relacionados con la traslaciéon son e y f, el primero
para desplazar el valor de “X” y el segundo para el de “Y”. Los coeficientesay d sibyc
estan a 0, actian como contractores, a para el valor de “X” y d para el valor de “Y”. Los
coeficientes b y ¢ estan relacionados con los giros que se producen en la matriz de afinidad, sin
embargo su manejo no es sencillo puesto que interactian con a y d (muy util para
transformaciones de “cizallamiento”).
Podriamos apuntar las siguientes formulas generales para el calculo de estos coeficientes:

o bien:
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a = K;+*cos(p1)

b = —Ky=*sen(p2)
¢ = K, =*sen(p)
d = Ky+*cos(pa)

Tomamos K, como el factor contractivo de los puntos de “X”; Ky hace lo propio con los puntos
de “Y”. Tenemos la posibilidad de operar con dos éangulos o bien igualar sus valores
comportandose entonces como si de uno solo se tratase (en cuyo caso, operaria giros en un
hipotético eje de Z). Podemos proceder realizando en primer lugar estas operaciones y
posteriormente con los coeficientes hallados operar con las formulas dadas anteriormente.

Por otra parte, este tipo de sistemas admite un sinfin de modificaciones tanto en las
partes previas a la consecucion de los valores de los coeficientes, como una vez que éstos han
sido calculados. Quizés una de las més sencillas es la aplicacion del giro del angulo Q y centro
origen, una vez que hemos realizado una contraccidon (manteniendo en valores 0 los coeficientes
b y ¢) con o sin desplazamiento a través de:

f(2',y") = (2 % cos(Q) — y *sen(Q). x * sen(Q) + y * cos(Q))

(en este caso sin desplazamiento). La férmula es semejante a las anteriores que se han utilizado
para hallar los coeficientes a, b, ¢ y d. En este caso operamos con un solo dngulo tras haber
realizado la contraccion de modo que los resultados responden de manera mas clara a nuestras
expectativas.

El sistema suele operar con varias transformaciones a la vez y si partimos de un objeto

que contiene muchos puntos y nuestro propdsito es iterarlo un buen nimero de veces, debemos
pensar en la gran cantidad de potencia de célculo que serd necesaria, no tanto por la simpleza de
las ecuaciones cuanto por el numero de veces que estas deben operar.
Imaginemos un objeto modelo de 8 puntos que introduciremos en el algoritmo operando 3
transformaciones y 6 iteraciones. El devenir de puntos resultantes sera 8*3=24 puntos en la 1*
iteracion, 24*3=72 en la 2%, 72*3=216 en la 3% 216*3=648 en la 4%, 648*3=1944 en la 5, y
1944*3=5832 en la sexta. Esta claro que 5832 puntos (X,y) asignados a impactos-alturas son
muchas notas para distribuir entre un reducido nimero de instrumentos.

En cada una de las transformaciones podriamos incluir el parametro de la probabilidad
de que suceda dicha transformacién o no. La forma de adaptar este parametro, aunque
semejante, suele variar de unos algoritmos a otros. Deberiamos tener en cuenta que cada
transformacion W;_ al asignarsele un valor de probabilidad P; tendria que dar el Y Pi=1.

Con probabilidad 1, el objeto en transformaciéon convergera siempre al atractor A del propio
LE.S.

Un procedimiento inverso permitiria sustituir una imagen real por el atractor A de un
LF.S. El problema es de gran complejidad y estd fuera de lugar en estas lineas, sin embargo
podriamos imaginar la compresion de una sinfonia clasica a través de un proceso inverso de
LLF.S en tablas de transformacion que fuesen capaces de su reconstruccion exacta con
posterioridad al reactivar de nuevo el algoritmo. Esto es algo que desde hace ya mucho tiempo
se trabaja en el mundo de la imagen.

El siguiente cuadro muestra una tabla de 2 hipotéticas transformaciones con las que
podria trabajar un algoritmo de IFS. En la primera fila tenemos los coeficientes que acabamos
de comentar. La segunda fila muestra los valores de la primera transformacion que asignaremos
a cada uno de dichos coeficientes y los de la tercera fila los relativos a la transformacion
segunda. Como vemos en la primera transformacion, los valores de X se contraeran hasta
alcanzar el 0.333 de su valor y lo propio sucederd en Y dado que b y ¢ estan a 0. No habra
desplazamiento ni en X (el punto donde comienzan las notas) ni en Y (lo que representaria el
transporte en un ambito musical en el que los valores de Y se asignasen a las alturas) y esta
transformacion tendrd un 50% de probabilidades de que ocurra.

La transformacion 2 es mas compleja pues los valores a, b, ¢ y d del grupo de afinidad trabajan
a la par; podriamos predecir que habra algin tipo de rotacién y contraccion. Seria posible
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deducir el angulo en radianes a través de la relacion de los coeficientes a, b, ¢ y d y la funcion
arcotangente mediante:

angulo = arctan(c/a) = arctan(—b/d)
lo que en este caso nos daria un angulo de 60 grados. Tendremos igualmente desplazamiento en
X y en Y; por otra parte la transformacion tendra un 50% de posibilidades de darse.

a b c d e f| p
Transformacion 1 | 0.333 0 0 0.333 0 0] 0.5
Transformacién 2 | 0.166 | -0.288 | 0.288 | 0.166 | 0.333 | 7 | 0.5

2.1

Por nuestra parte hemos adaptado el algoritmo a procesos de célculo relacionados con el
hecho musical. Debemos tener presente que partiendo de un objeto musical muy simple
codificado numéricamente de forma semejante a lo comentado en el primer apartado, podemos
llegar a complejisimas arquitecturas, que por otra parte estan sujetas a limites de registro,
unidades temporales y a un sinfin de condicionantes; por ello la herramienta inicamente operara
en la parte positiva tanto de X como de Y del plano complejo. Ademas, se han introducido unos
correctores en el algoritmo para que cuando se utilice el giro este no rompa la extension total del
proceso (que realmente sucede en el sistema) compensando el estiramiento necesario de los
valores de X de modo que se mantengan las proporciones relacionadas con las cotas de duracién
establecidas a priori. De esta manera, el algoritmo estd adaptado a la idea de la partitura
codificada y se rodea de controles que hacen muy facil su utilizacion. El algoritmo creado para
este tipo de L.F.S. basicamente trabaja tomando un modelo musical y sometiéndolo a una
transformacion un determinado niimero de veces, pero pueden hacerse varias transformaciones
del modelo a la par y en varias iteraciones como se ha ido comentando a lo largo de este
apartado. Con ello obtenemos un sinfin de copias del objeto musical (copias de caracter
geométrico que, por otro lado, desde el punto de vista musical suenan completamente diferentes
unas de las otras) en multitud de escalas y rotaciones que asignaremos al numero de lineas
instrumentales que se precisen. Con posterioridad y utilizando otras herramientas procederemos
a los ajustes necesarios para que los instrumentos puedan abordar estos objetos resultantes.

Quisiéramos afiadir que aunque se ha dicho que el proceso es contractivo, esto
dependera del valor de los factores de contraccion tanto el de “X” como el de “Y”. Si su valor
esta entre 0 y 1 el proceso si serd contractivo; sin embargo, si es mayor de 1 éste sera expansivo.
Asi, se puede llegar a una arquitectura musical resultante elaborada con varias transformaciones
en la que unas crecen y otras decrecen.

Hay que ser cauto con el numero de iteraciones pues, como hemos visto en lineas
precedentes, con unas pocas de ellas disparamos el proceso rapidamente a cantidades
astrondmicas.

Se incluy6 en el algoritmo un sistema de calculo automatizado para encontrar la
contraccion de X y de Y asi como el desplazamiento tanto de X como de Y con sencillos toques
de ratén. El desplazamiento de X simplemente actuard cuando le indiquemos el lugar en donde
queremos pegar el resultado (como se explica mas abajo). La posibilidad de tefiir cada
transformacion con un color diferente nos puede ayudar al seguimiento de estas estructuras en la
partitura codificada.

Hay varias maneras de utilizar la herramienta con las que podremos obtener desde una
simple contracciéon de un objeto al tamafio que se desee (en este caso su utilizacidon estaria
dentro de un ambito llamémosle contrapuntistico, “quasi tradicional”, en el que podriamos hacer
de forma sencilla las clasicas transformaciones de inversion, retrogradacion, compresion,
expansion, giros y mezclas de todos ellos) hasta un gran ntimero de copias en distintas
proyecciones del mismo (lo que es propiamente un .F.S.). Cuando optamos por este segundo
camino, deberemos tener en cuenta, tal y como se comentd al principio de este apartado, que
cualquier objeto musical introducido en el sistema, terminara inexorablemente arrastrado hacia
el atractor que le proyectan las tablas de transformacion.
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Es posible introducir determinados filtros previos de color de material o de voces. Con
ello el algoritmo solo operara con lo que ha sido seleccionado y de este modo conseguimos
facilmente transformaciones de objetos que han sido limpiamente arrancados de otras
estructuras de gran complejidad. El resultado de lo calculado se “pega” en un determinado
espacio de la partitura codificada controlando la cantidad de tramo que precisemos.

Tal como estd concebida la herramienta, es ideal para ajustar estructuras a determinadas
cotas de registro y de emplazamiento de forma rapida y clara. El hecho de trabajar los calculos
directamente en la parte positiva del plano complejo elimina de antemano las situaciones
imposibles (negativos, registros excesivos y otros); digamos que hace las interpretaciones de los
datos numeéricos “in situ”, aunque por otro lado pierde posibilidades.

A la izquierda de la imagen se puede apreciar un modelo de J.S. Bach (Arte de la Fuga) codificado ya
numéricamente y bajo la doble vision de partitura codificada (1). A continuacion, en la primera
acotacion temporal, una transformacion del modelo con una contraccion para las X de 0.453 y una
expansion para las Y de 1.25 (2). Seguidamente, otra transformacion del mismo modelo pero con valores
de 2.062 y 1.5 para X e Y respectivamente y un desplazamiento de -36 en la coordenada Y (3). Le sigue
el mismo modelo, pero esta vez con tres transformaciones y 3 iteraciones con diferentes valores en cada
una de ellas (lo que seria propiamente un L.F.S.) (4).

Abajo, en grafia tradicional, los ejemplos comentados.
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La siguiente imagen muestran los compases 199-204 de la partitura general de Lineas de Fuerza (Carlos
Satué) en cuya elaboracion se utilizaron técnicas basadas en LF.S. A continuacion se muestra en detalle

la seccion de las maderas correspondientes a los compases 199-202.
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3. Objetos autosemejantes generados por sucesivas reintroducciones del modelo entre los
espacios propiciados por el modelo mismo.

Basandonos en una idea que parte del I.LF.S. y otros tipos de fractales se ha creado un
algoritmo recursivo mediante el cual es posible obtener objetos musicales autosemejantes a
partir de un modelo dado; el paradigma en esencia que ha inspirado, al menos en la primera
fase, la elaboracion de este algoritmo no es otro que el conjunto de Cantor. El Conjunto de
Cantor, que fue descrito en 1883 (G. Cantor 1845-1918), es el fractal mas importante y
conocido; tanto es asi que existen estrechas relaciones entre éste y un gran nimero de fractales
descritos con posterioridad. De hecho, la primera parte del algoritmo que utilizamos opera
principalmente como una variacion de este famoso conjunto: se sustituye el hipotético segmento
que existe entre cada dos puntos del modelo por el modelo mismo. El conjunto de Cantor
continuaria, para que fuera tal, hasta el infinito; nosotros deberemos contentarnos con
aproximaciones de pocas iteraciones.

Al igual que se ha comentado con anterioridad, necesitamos codificar numéricamente
aquello que estd en representacion simbolica tradicional. Con posterioridad introduciremos
dicho modelo dentro del plano complejo. El sistema trabaja reintroduciendo el propio modelo
entre cada dos puntos de si mismo teniendo en cuenta las compresiones necesarias tanto en los
valores de X como en los de Y. Por lo tanto, necesitamos dos puntos complejos cada vez que
efectuemos una reintroduccion y por ello tendremos siempre n® de puntos -1 reintroducciones.
Si lo desedramos, al finalizar el calculo, podriamos afiadir la ultima nota del modelo a modo de
tapon del objeto musical y asi la arquitectura quedaria completa. Si al resultado de la primera
iteracion volvemos a aplicarle el mismo procedimiento, obtendremos la segunda, y asi
sucesivamente.

Utilizando técnicas fractales diferentes podemos obtener los mismos resultados (la
curva de Koch conseguida a través de Sistemas L, de I.F.S. u otros algoritmos...); sin embargo
cada uno de ellos tiene sus propias sutilezas y lo que, aparentemente resulta sencillo en unos, se
complica sobremanera en otros. Quizd el camino que vamos a emprender, podria haberse
conseguido con los LF.S. pero deducir a priori el valor de los coeficientes resultaria
practicamente imposible. Nuestra idea es que el propio objeto se convierta en marco atractor de
todo el proceso.
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El algoritmo que se utiliza para generar estos objetos cuenta con multiples variaciones

respecto de la idea simplificada que acabamos de exponer, algunas de las cuales por su interés
pasamos a comentar a continuacion:
- Es deseable que cada iteracion acumule la informacién de su precedente, aunque esto no
necesariamente tiene por que ser asi. Pensemos en el siguiente ejemplo: tomamos los puntos de
partida y de llegada de una reintroduccién (que son cualquier par de puntos consecutivos en la
iteracion n_;) como los extremos de una diagonal; con ésta construimos un cuadro imaginario
donde introduciremos el modelo. Los puntos mas altos del mismo, al adaptarse a las
proporciones del cuadro tocaran su lado superior; lo mismo sucedera con los puntos mas bajos
respecto del lado inferior. De este modo, el punto primero no necesariamente coincidira con el
punto de arranque de la diagonal que ha generado el cuadro, sin embargo el objeto modelado
por los limites de la caja es una réplica escalada del modelo de partida. Si quisiéramos que el
resultado contuviese la primera nota del modelo de partida tendriamos que transportarlo hasta
que el primer punto alcanzase el punto primero dicho modelo. Tendriamos que hacer lo propio
con las sucesivas reintroducciones hasta completar la iteracion.

Habitualmente cuando el punto primero de cualquier reintroduccidén es mas bajo que el
segundo, el modelo devuelve un objeto reescalado igual. Cuando el primer punto es méas alto
que el segundo, en condiciones normales del algoritmo, el resultado aparece invertido con
objeto de preservar en lo posible los contornos marcados por las cajas imaginarias donde se
produce la contraccion (el resultado es mas equilibrado en términos de autosemejanza); si
positivamos todas las reintroducciones (por darle algiin término a esta accién), el objeto, aunque
conserva ciertas autosemejanzas, puede alejarse considerablemente al superponer el resultado
de la iteracion sobre el propio modelo de partida.

- El algoritmo puede aplicar determinados tipos de giros de forma global o local. Respecto de
los primeros el mismo angulo modificard cada una de las reintroducciones. En cuanto a los
segundos cada reintroduccion puede tener su propio angulo basado en determinadas
consideraciones.

Pongamos el siguiente ejemplo: pensemos que el modelo va a ser reescalado, no en
funcion del cuadro imaginario que hemos comentado sino en funcién de la distancia de la
diagonal del propio cuadro, adoptando la reintroduccion el giro necesario para que descanse
sobre la propia diagonal. Mediante este procedimiento conservaremos ciertas autosemejanzas,
aunque el resultado diferird considerablemente de lo obtenido bajo los procedimientos
anteriores. El angulo del giro vendra dado teniendo en cuenta que la diagonal del cuadrado no es
sino la hipotenusa que separa éste en dos triangulos, por lo que tendremos

cos(angulo) = cateto A /hipotenusa

(llamamos cateto 4 al que se encuentra frente al &ngulo) y
sen(angulo) = cateto B/hipotenusa
(Ilamamos cateto B al que se encuentra en el propio angulo ). De este modo, aplicando:

2’ = cos(4angulo)*z—sen(4dngulo)*y, e y' = sen(angulo)*z+cos(angulo)xy
obtendremos X’ e Y’ que serdn los nuevos valores respecto de los puntos “X” e “Y” que son
cada uno de los valores previos de la iteracion n_; o del propio modelo de partida si estamos en
la iteracion primera.

Al procedimiento hay que afiadirle las contracciones necesarias segun la razon que
resulte al relacionar un hipotético cuadrado que encierre el modelo de partida y el cuadrado
local donde va a ser confinado. Como vemos, los procedimientos son muy semejantes a lo que
se ha utilizado en L.F.S. o en el espacio 3D.

En principio, cada objeto musical es capaz de generar, a través de este sistema, infinitas
familias de arquitecturas con una sola procedencia comun. Esto hace que el fendmeno sea de
maximo interés a pesar de que no todos los resultados puedan sernos utiles.

La idea de utilizar el objeto resultante de forma completa es algo semejante al L.F.S.,
sin embargo el hecho de desmembrar el proceso y darle otro punto de vista podria resultar
mucho mas interesante. En las siguientes lineas explicamos esta forma de actuar.
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Una vez que hemos operado con alguno de los procedimientos que nos ofrece el
algoritmo obtenemos 2 listas, una de valores “X” y otra de valores “Y” que pueden ser tomadas
como listas de valores independientes que conservan determinados tipos de autosemejanza en si
mismas. A partir de ellas podriamos confeccionar un objeto nuevo en base a éstas u otras listas
que hayan sido obtenidas de la forma que hemos comentado, pero a partir de otros objetos, y
realizar convoluciones entre ellas. Piénsese por ejemplo que la lista de “X” obtenida a partir de
un objeto musical de partida servird para determinar las duraciones de un nuevo objeto (podria
servir para cualquier otro pardmetro musical tal como alturas, dinamicas, etc...). La lista de “Y”
haré lo propio para las alturas (podria ser una lista de un modelo de partida distinto del de “X”).
Cada lista puede ser asignada al parametro musical que deseemos; si nos faltan listas podemos
confeccionarlas mediante un tratamiento diferente del propio modelo de partida o a partir de
otro nuevo. En el camino de la adjudicacion de estas listas podemos excluir aquellos valores que
estén fuera de los rangos del pardmetro musical que llevemos entre manos, o bien comprimirlos
mediante un factor contractivo nuevo, o bien transportarlos mediante una simple suma o resta,
todo ello con objeto de buscar el mejor emplazamiento posible de la lista. Si solo deseamos
trabajar con unas pocas listas tenemos otra opcidon: tomar valores por defecto a la hora de
calcular el nuevo objeto musical (por ejemplo tomando dindmicas fff para cada punto). El
construir un nuevo objeto musical con estos procesos cuenta con no pocas dificultades técnicas
ademas de las referidas a las del propio pensamiento; todo ello nos obliga a tomar decisiones
que nos llevaran a resultados absolutamente distintos incluso trabajando con las mismas listas al
hacer lecturas diferentes del proceso.

Pongamos el siguiente ejemplo: partimos de dos simples listas, una para las alturas y
otra para las dinamicas. El resto de los parametros se toman por defecto (impactos cada 1,
duraciones a 1, materiales en color 1 etc...). Ahora aplicaremos esto a una linea instrumental.
Nuestro resultado serd una secuencia lineal de duraciones de valor uno, material en color 1 y
serd en las alturas y en las dindmicas donde tendremos reflejadas las posibles autosimilitudes
que confirid el modelo de partida. Se obtendria otra lectura pasando una de las lista a los
impactos. Entonces las notas del objeto resultante tendrian la posibilidad de sobreponerse
creando polifonias a la par que podrian dejar multitud de espacios vacios. Si el proceso
estuviese pensado para un instrumento monoféonico deberiamos eliminar los puntos donde
coinciden varias notas bajo reglas del tipo “quédate s6lo con la ultima”; si deseamos conservar
toda la polifonia generada deberemos tener presente que los propios limites del sistema ponen
freno al acumulo de cierto nimero de notas por linea instrumental, con lo que habra que echar
mano de un numero de lineas instrumentales suficientes para que puedan absorber semejante
cantidad de notas a la vez. Con todo ello el resultado tendrd un aspecto completamente diferente
a lo aplicado a una sola linea. Con este tipo de problemas nos encontramos cuando pasamos
estructuras numéricas desde el plano complejo a la partitura codificada en cualquier tipo de
herramienta que utilicemos. A pesar de ello no vemos estos hechos como algo fastidioso, sino
todo lo contrario. La inmensa capacidad de variacion a partir de un mismo proceso amplia las
posibilidades del compositor y permite a partir de minimas modificaciones sobre un mismo
objeto obtener resultados fuertemente cohesionados que de otro modo hubiesen sido imposibles.

Segun la longitud del modelo tendremos mas o menos posibilidad de un alto nimero de
iteraciones (debido a la memoria disponible y también a las posibilidades de aplicacion sobre
nuestra musica, pues debemos pensar que podriamos obtener resultados excesivamente largos
ya que el crecimiento es exponencial).

A continuacion ilustramos el proceso descrito de un modo gréfico:

Mediante “cliks” de raton se han introducido cinco puntos en la parte positiva del plano complejo
(graficamente, una especie de” M” que ocupa todo el espacio). Tomados como modelo, ponemos en
marcha el proceso en una iteracion (imagen de la izquierda) y en tres iteraciones (derecha). Los puntos
estan unidos mediante lineas con objeto de seguir mejor el proceso.
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La imagen que sigue es un nuevo ejemplo en el que se activo la funcion “Giros locales”. Debido a esto,
aparecen los cuadrados contenedores con diversos angulos de giro.

2ipes

< 0

0 Gndevios - “Activer Giros Globalez

Proporcions.sl Fadio los Distancias Activer Giros Loosles.
a fobal de : 1

o Globai da v: 0

Ver colores por nim caracibn | [Comienza. e X Patrbn
Varsélo Puntos Comienza. e ¥ Patrén

~ Esoala: 1

Posiiizar

on Grados: 0

x
nsarter udo sn G 0 = v
or Ruido en v: 0 Grabarhisdla s Fichera

Lo Gurva sigue Dirsceién Hipotanusal Padi Fichers
VerReoténgulos Insginerios. Var Modelo
Calouts 1 Trabsis Cimpier Pantalie

Trazvazar Saiir

b,

Una vez terminado el calculo de este primer paso, obtenemos dos listas (X, Y) que podemos vislumbrar de
una manera grdfica encima de estas lineas. Cada transformacion cuenta con un color diferente para
poder seguir el proceso con facilidad (aunque aqui aparecen en diferentes tonos de gris).

LR

1

Arriba, en vision de duracion-alturas el
resultado del segundo objeto de cinco puntos
mencionado. Tras habérsele aplicado varias
iteraciones unicamente se toman los valores de
la lista de “Y” y se aplican a una linea
instrumental y dejando los demas valores por
defecto. A la izquierda el mismo objeto, esta
vez utilizando ademas la lista de “X” para los
impactos.

Nuevamente debemos hacer alusion al
fenomeno del redondeo. Las posiciones
decimales de Y se redondean a cuartos de
tono, pero las de X, al redondearse, pueden
concentrarse en un mismo punto configurando
un acorde que en ocasiones puede ser de

considerable grosor, tal como se puede apreciar en la imagen.

A continuacion se muestra un ejemplo basado en el tema del Arte de la Fuga de Bach.

La siguiente imagen muestra el modelo y seguidamente el resultado de la “fractalizacion” en una
iteracion, tomando unicamente los valores de las alturas y secuenciandolos en valores de uno.
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El mismo ejemplo, pero se ha considerado la lista de X como generadora de impactos, la coincidencia de
estos debido al redondeo, crea polifonia.

La primera lfnea, tema del Arte de la Fuga. La segunda linea, una dilatacién con objeto de hacer més poroso el tejido a la hora de "fractalizarlo”

La tercera linea, nos muestra el modelo con una iteracién operando sélo en alturas y el resto de valores, por defecto.

De la4 ala7, el mismo ejemplo de la linea tres pero teniendo en cuenta la posicién de los impactos y creando polifonfa donde hay coincidencia de estos. El resto de los pardmetros, por defecto.
El cuarto de tono aparece indicado con una flecha en color rojo.

A partir del mismo modelo de Bach y utilizando giros globales de -90°, se consigue transformar el
material drasticamente como se puede apreciar en la imagen contigua. La pequeiia inclinacion responde
a la secuenciacion de la lectura de Y al no tenerse en cuenta la posicion de X.

El mismo ejemplo que el anterior tratando la lista de X como impactos que, en su coincidencia, crean
conglomerados polifénicos.
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La primera linea muestra otro ejemplo en una iteracién, en el que han operado giros de -90 grados y actuando sélamente las alturas; el resto de los valores, por defecto.
El resto es el mismo ejemplo pero se han considerado los impactos, por lo que se crea un tejido polifénico en la coincidencia de los valores redondeados de X.

Antes de concluir quisiéramos comentar que no hace mucho se ha afiadido una nueva propuesta
que aumenta ampliamente las posibilidades de la herramienta. Se trata de un factor contractivo o
expansivo tanto para X como para Y que no actuard en las notas originales del modelo o de la
iteracion en la que nos encontremos. De este modo conservaremos los puntos de la iteracion
previa. Con este procedimiento se obtiene una especie de objeto en perspectiva. Otra posibilidad
es que el factor sea negativo, con lo que producird el resultado inverso respondiendo a otro tipo
de autosemejanzas.

En la imagen siguiente se puede apreciar lo antedicho: a la izquierda, una vez dilatado el modelo para
hacerlo mas poroso, el resultado de aplicar un factor expansivo en Y con valor de 3. Le sigue, a su
derecha y en color claro, el mismo objeto pero con un factor contractivo de -3, también en el parametro
Y. Por ultimo, el modelo original de Bach. Debajo, y a continuacion, su representacion en grafia
tradicional; para su seguimiento, los puntos originales del modelo estan marcados con un gran acento.
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4. Posibles aplicaciones musicales del Movimiento Browniano.

Cuando nos fijamos en un haz de luz percibimos que muchas particulas de polvo se
mueven en multitud de direcciones sin seguir aparentemente ningin tipo de patron; también
sucede algo parecido si diluimos polvo de colores en un recipiente con agua en el que, tras
conseguir una primera suspension, percibiremos que hay pequefias particulas que cambian
incesantemente su posiciéon de manera caprichosa. Todas estas particulas se mueven en un
fluido (aire en el primer caso y agua en el segundo) y este movimiento continuo e irregular se
conoce como Movimiento Browniano (M.B.).

En 1828 Robert Brown (1773-1858) observo el fenomeno en una solucion de polen de
Clarkia pulchella en agua. Ni Brown ni mas tarde Faraday supieron explicar el fenomeno. En
1900 Louis Becherier (1870-1946) establecié el primer modelo y las primeras aplicaciones.
Afios mas tarde A. Einstein realizo su célebre trabajo dando una explicacion al M.B. a través de
la hipdtesis atomica. El trabajo de Einstein posibilitd que Perrin pudiera calcular el nimero de
Avogadro; este autor demostrd la existencia de 4&tomos de tamaio finito e intuy6 el enlace entre
las trayectorias del M.B. y funciones continuas no diferenciables. En 1926 recibi6 el Nobel de
Fisica por sus trabajos sobre M.B. En 1923 Wiener (1874-1964) construyé un modelo
matematico de tipo aleatorio para simular el M.B. comprobando, junto con Paley y Cygmund,
que casi todas las trayectorias no son diferenciables en todos sus puntos. En 1939 Paul Lévy
publicé un andlisis exhaustivo sobre M.B. En 1968 Mandelbrot y Van Ness introdujeron el
M.B. fraccionario, en cuya descripcion aparece un parametro relevante: H (exponente de Hurst)
cuyo valor para el M.B. estandar es de 2 y controla la rugosidad de los resultados en base a
dicho exponente.

Si observamos una particula sometida a M.B. a intervalos regulares de tiempo
percibiremos constantes cambios de direccion en su desplazamiento. Si partimos en dos cada
intervalo anterior veriamos cada uno de ellos con desplazamiento y tamaifio distintos. El M.B. es
continuo aunque sus cambios de direccion permanentes y bruscos lo hacen no diferenciable; sin
embargo posee una regularidad de tipo estadistico que le permite ser clasificado como un fractal
de tipo aleatorio.

La regularidad estadistica se manifiesta en que el valor medio del cuadrado de la
longitud del desplazamiento experimentado por una particula sometida a M.B. es proporcional
al tiempo que invierte en dicho desplazamiento.

Asi si X(t) expresa la posicion en el instante “t” de la particula en el espacio y utilizamos <E>
para la esperanza de la variable aleatoria E, tenemos:

<|X({t+7r)— X)) >=8>*r
donde s* es la varianza de los desplazamientos correspondientes a r=1 y X(t) es la posicion de
la particula en el instante r.

El M.B. se aplica a multitud de disciplinas, adaptando en cada una de ellas los
algoritmos de forma particular. Podemos ver aplicaciones del M.B. en predicciones del
comportamiento de la bolsa, simulaciéon de montafias o nubes en disefio grafico, simulacion de
movimiento de particulas en procesos fisicos... La musica también puede beneficiarse de esta
interesante herramienta y adaptarla, como hace tiempo que se ha ido haciendo, a determinados
procesos de la composicion. Cada compositor ha buscado la forma de adaptar el algoritmo a sus
propias necesidades. Aqui Unicamente tocaremos nuestra propia experiencia asi como el modo
en que Francisco Guerrero trabajé con el mismo.

Una de las técnicas utilizadas para la simulacion del M.B es la del algoritmo del punto
medio. Esta técnica recursiva parte de los valores de los puntos extremos de un segmento para
calcular el valor del punto medio del mismo, utilizando una variable aleatoria Gaussiana la cual
se sumard a dicho punto medio.

Con posterioridad se hicieron algunos afadidos y modificaciones de modo que el
algoritmo utilizado en el programa resultase mas maleable a la hora de conseguir ciertos
resultados como detallaremos posteriormente. El programa trabaja el M.B. en tres dimensiones
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y lo hace partiendo de un punto de inicio (que al ser introducido en el proceso podria
modificarse en dependencia de los valores que hayamos asignado a los distintos pardmetros de
partida) y llega hasta un punto de finalizaciéon que también es modificable por las mismas
razones que han sido expuestas para el punto de partida. De este modo, cuando se introduzcan
varios puntos con los que operar, el proceso comenzard entre los dos primeros; una vez que
termine lo hard entre el segundo y tercero y asi sucesivamente hasta alcanzar el tltimo. El
proceso mas bien recuerda a interpolaciones brownianas entre los puntos fuente (aunque los
puntos fuente estdn influenciados por los parametros de partida y son trastocados en
dependencia de éstos ultimos). El entorno grafico del programa es altamente intuitivo con
objeto de facilitar el manejo de las distintas opciones que nos ofrece. La introduccion de puntos
a partir de los cuales trabajara el algoritmo puede hacerse mediante simples clicks de raton,
introduciendo un tramo de musica codificada numéricamente de forma semejante a como se
explico en otros apartados o bien pueden utilizarse objetos numéricos de otras fuentes exteriores
al programa.

Por un lado disponemos del control de las tradicionales variables que encierra el
algoritmo, como son los valores que detallamos a continuacion:

-Semilla: parametro que utiliza el generador de niimeros gaussianos para crear la matriz de
numeros aleatorios; con ella iniciamos la parte del algoritmo que se encarga de generar este tipo
de nimeros.

-Sigma: determina el indice de variaciéon de un punto respecto al original. Cuanto mayor sea,
mayor sera la variabilidad de la curva obteniendo la misma picos y valles mas pronunciados (a
mayor valor mas dispersion).

-H: (exponente de Hurst) que provocard cambios bruscos en el resultado (cuanto mas pequefio
sea este valor mayor agresividad de dispersidon) y nos servira para calcular la dimension fractal
(cuanto mas pequefio sea su valor mayor dimension fractal pues ésta puede calcularse mediante
d=n+1-H).

Segin H (exponente de Hurst) el movimiento Browniano puede ser clasificado en tres
categorias:

a) 0<H<1/2: el M.B va a tener una correlacion negativa entre sus incrementos, asi las curvas
oscilan de forma mas irregular y el movimiento generado se denomina antipersistente.

b) H=1/2: el M.B va a tener incrementos independientes rigurosamente azarosos.

c) 1>H>1/2: el M.B. va a tener una correlacidon positiva entre sus incrementos, oscilando las
curvas mas regularmente. Este tipo de movimiento se denomina persistente.

Al margen de estas variables podemos controlar, mediante otro valor, el nimero de
iteraciones o veces que reintroduciremos el objeto sobre si mismo. Deberemos ser cautos pues,
como todos los procesos fractales, tiene un crecimiento exponencial y tras unos pocos pasos
podemos alcanzar cantidades astronémicas de nimeros. Por otro lado, se dispusieron diversos
comandos con objeto de complementar el algoritmo y nos permitieran adaptar los resultados
hacia territorios cercanos a la musica; esto obligd a pensar las cosas en términos de voces-
instrumento.

Debajo, imagen de la herramienta en la que, mediante clicks de raton, se ha configurado un objeto de
cuatro puntos, tratando de acotar un drea semejante a un triangulo. A pesar del aspecto, la imagen
corresponde a un solo objeto.

CAMPOS ARMONICOS: Pizarra de Movimiento Browniano.

[ [
ardmetro b 0,12
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Pensemos que podemos introducir en el sistema tres o
mas voces-instrumentos, que cada una de ellas lleve un color
propio de material y que tengan diferente nimero de puntos

N\ (imagen de la izquierda). El resultado no es el mismo si

g‘/ E\,“ tratamos este objeto como una sola arquitectura conexa o bien
: como tres objetos independientes, que es a lo que més bien
responde nuestra idea. El sistema estd preparado para realizar

los calculos con independencia de los objetos, aunque a todos

les seran aplicadas las mismas caracteristicas de Semilla,

Sigma y H. Esto nos puede ayudar a elaborar complejas

estructuras musicales basadas en el M.B.

El sistema trabaja como detallaremos a continuacion y para ello utilizaremos el ejemplo
mas sencillo posible basado en dos inicos puntos de partida. Si a este modelo le queremos hacer
una iteracion, nos pondra un punto supongamos alrededor de la zona media (esto dependera de
los valores de Sigma, H y Semilla); por otra parte, los puntos introducidos por nosotros los
trastocard también en funcién de Sigma y H como se ha comentado anteriormente. Si el valor
de Sigma es alto y el de H bajo, quiza el punto intermedio se aleje muchisimo tanto en valores
de X como de Y de esta zona media y lo mismo sucederd con los puntos introducidos por
nosotros (es por esto por lo que, en la primera imagen, los cuatros puntos introducidos, aparecen
como seis ya que el segundo finaliza el proceso entre el 1 y el 2, pero a su vez es tomado de
nuevo para abrir el siguiente proceso entre el 2 y el 3 y asi sucesivamente). Cada vez que se
repita el proceso, la posicion de los cuatro puntos (o 6 segun interpretemos) cambiard y no hay
forma de predecir las posiciones; inicamente los valores de Sigma y H nos orientaran sobre el
grado de dispersion. No obstante es posible elaborar una secuencia browniana maéas pura
trabajando unicamente con dos puntos si ese es nuestro deseo.

Si hacemos dos iteraciones, la primera actia como acabamos de describir y la segunda
introduce un nuevo punto medio (con igualdad de caracteristicas que el de la iteracion 1) entre
el primer punto introducido por nosotros (que ha sido modificado por el algoritmo) y el punto
medio de la primera iteracién; a continuacién, se introduce otro nuevo punto medio entre el
punto medio de la primera iteracion y el segundo punto introducido por nosotros en el modelo
(que igualmente ha sido trastocado por el algoritmo). Con esto se completaria la segunda
iteracion. Nuevas reintroducciones tomarian el modelo de la iteracion precedente e introducirian
nuevos puntos medios entre cada dos puntos de la fase anterior (que ademas serian cambiados
por el propio algoritmo). Podemos imaginar el proceso con segmentos que se parten en dos a la
vez que cambia la posicién de los extremos. Asi, tras muchas iteraciones, lo que era una linea
recta se ha convertido en una curva tortuosa y caotica; por otra parte muy interesante para otros
propositos.

En la imagen que sigue, el primer cuadro muestra una iteracion entre dos puntos, con Sigma de 70 y
exponente H de 0.12. Los puntos estan unidos por rectas con objeto de apreciar mejor el proceso
(obsérvese la inflexion alrededor del punto medio entre los dos puntos de partida). A continuacion, los
mismos valores en dos iteraciones (aqui se observan tres inflexiones: la central corresponde a la de la
primera iteracion y las otras dos, a la segunda iteracion). Le sigue el objeto con diez iteraciones,
manteniendo el resto de los pardametros iguales. A continuacion, se activo el mecanismo de contraccion
en extremos. En el quinto cuadro, ademds, se utilizo una variacion en el algoritmo que provoca la
curvatura que se puede observar.
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Debemos comentar que cada vez que ponemos en marcha el algoritmo el resultado
obtenido es diferente, por ello el sistema siempre guarda el ultimo de ellos con objeto de pasarlo
a nuestra partitura codificada.

Uno de nuestros intereses era domesticar un poco estas curvas resultantes de modo que,
a pesar de su imprevisible resultado, pudiesen encerrar modelos musicales sin que estos fuesen
tocados. Para ello, se pensd que seria muy interesante que se moviesen unicamente aquellos
puntos que no perteneciesen al modelo inicial, de modo que se desarrollaron varios sistemas
correctores que aproximaran las secuencias brownianas hacia los puntos que ofrece el modelo
de partida. Pensemos en un ejemplo que parte de un modelo de dos puntos en el que se va a
realizar varias iteraciones. Nuestra idea seria aproximar paulatinamente la secuencia de puntos
hacia los extremos, tanto al punto de partida como al de llegada y solamente en la zona media
tendriamos las caracteristicas de Sigma y H en su estado prefijado en los valores de partida.
Hay varios tipos de algoritmos correctores que operan sobre la distancia media de cada dos
puntos del modelo, unos basados en contractores cambiantes y otros en formulas cuadraticas
que no vamos a comentar aqui. Al final lo que se consigue es que la curva browniana tenga una
fuerte compresion en sus extremos (ver cuadro cuarto de la imagen superior).
Existen comandos que nos permiten otro tipo de juegos como son la creacion de grandes arcos
de secuencias brownianas. Operan modulando la secuencia una vez que esta ha sido calculada
(ver cuadro cinco de la imagen superior).

En la imagen de abajo, podemos apreciar nuevos ejemplos generados a partir del triangulo que hemos
visto al comienzo del apartado. El primer cuadro, responde a un Sigma de 70, exponente H de 0.12 y 8
iteraciones. El siguiente cuadro afiade la funcion de activacion de curvas. El tercero responde a un
Sigma de 230 y 10 iteraciones. El ultimo cuadro, muestra el mismo objeto (con un Sigma de 30 y 10
iteraciones) en el que se activo la funcion de contraccion en extremos.

Aunque como hemos dicho anteriormente el algoritmo principal trabaja el M.B. en tres
dimensiones sin embargo podemos hacer varios tipos de lectura y unicamente llevarnos una
dimensién, como por ejemplo tomar solo los valores de Y, de X, o Z vy aplicarselos a una
secuencia de duraciones artificiales de valor 1, con impactos igualmente del mismo valor,
dindmicas de mf, color de material 1...etc. Otro procedimiento de lectura seria en dos
dimensiones, con lo que tomariamos dos valores (habitualmente X para los impactos e Y para
las alturas); este procedimiento es algo mas complejo pues necesita un plano de trabajo
intermedio en el que recalcular el objeto. Como ejemplo pensemos en una hipotética espiral
browniana. Si se lee de manera unidimensional en los valores de Y, al pasar esto a una voz
obtendriamos aproximadamente una especie de curva sinusoidal creciente o decreciente segiin
por donde comencemos. Este mismo objeto en el plano necesitaria varias voces para su
transcripcion ya que se sobremontarian ciertos impactos de X y crearian situaciones polifonicas.
La lectura en tres dimensiones se hace como la de 2, reservando los valores de Z para la
obtencion de dinamicas, aunque los valores pueden intercambiarse. Debemos comentar que una
curva browniana puede ocupar parte del plano complejo donde los valores son negativos o
exceden las posibilidades de las alturas que nos permite el sistema (127), asi pues habra que
adaptar el resultado mediante compresiones o proporciones como ya hemos explicado en otros
apartados. Para todo ello existe una pizarra de implementacion en la que se nos ofrece un
abanico de posibilidades en la reinterpretacion de lo obtenido en el algoritmo. Posteriormente
pegaremos nuestro objeto en la partitura codificada segun nuestros propositos.
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En la imagen de la izquierda, el motivo del Arte de la Fuga de Bach tomado
como generador de una secuencia browniana en una iteracion, Sigma 70 y
dimension H de 0.12. Debe estar activada la funcion de contraccion en
extremos para que los puntos originales sean preservados; de lo contrario,
sufririan las dispersiones, tanto en X como en Y, relativas a los parametros de
partida de Sigma y H.

En esta otra imagen, el mismo ejemplo con tres iteraciones y un valor para
Sigma de 30 (un valor mds alto dispersa tanto el resultado que, al ser
necesaria su compresion, nos devuelve los puntos originales trastocados).

En la imagen inferior, el ejemplo mencionado de Bach, trascrito a partitura codificada.

Unicamente se lee el pardmetro Y dando un valor de 1 a las duraciones. Se observan tres secuencias: la
primera corresponde a una iteracion, la segunda a dos iteraciones y la tercera a tres. Mas abajo, su
trascripcion a grafia tradicional.

Una iteracién. Sigma 70. Exponente de H 0.12. Uniendo puntos mediante algoritmo SQR.

S T I T B i
=== ] .

Dos iteraciones. Sigma 70. Exponente de H 0.12. Uniendo puntos mediante algoritmo SQR.
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Tres iteraciones. Sigma 30. Exponente de H 0.12. Uniendo puntos mediante algoritmo SQR.
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En la imagen superior, los acentos invertidos, nos marcan las notas originales de J. S. Bach. Insistimos
en que los valores de las duraciones son artificiales: valor de 1.

En la imagen inferior, el ejemplo de Bach trascrito a partitura codificada; esta vez han sido trascritos los
parametros X, Yy Z. Se observan dos secuencias: la primera corresponde a una iteracion, la segunda a
tres. Algunas de estas notas no se aprecian debido a que se sobremontan los diferentes tonos en el
redibujado. Mas abajo, su trascripcion a grafia tradicional.
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El tema de Bach tras una iteracion y después de su lectura en dos dimensiones: X e Y. La polifonia se
crea por la simultaneidad de impactos debida al redondeo en el cdlculo.
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Tras tres iteraciones y con valor de Sigma 30, el objeto se transfiere leyendo X e Y. La polifonia, de
nuevo, obedece a impactos coincidentes.
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Tal como se apunt6 al comienzo del escrito, comentaremos aunque sea de modo muy
resumido algunos de los procedimientos que en relaciéon al M.B. desarrollaron Francisco
Guerrero” y Miguel Angel Guillén® (sin cuya colaboracion nada de esto hubiese sido posible)
y que,@;:on posterioridad, Fco. Guerrero utilizd para la composicion de los ultimos numeros de
Zayin™”.

El grafico que se adjunta, aunque no corresponde a ninguno
de los utilizados por Guerrero, ilustrard de manera sencilla la
explicacion que a continuacion detallamos:
Podemos apreciar tres tipos de curvas brownianas (cada
‘ especie de ellas en un tono diferente de gris) que, utilizando
/ ‘ la nomenclatura de Guerrero y de Guillén, se denominan
) '“'WWW/‘W “ i “Envolventes”, “Semilla’.’ (aunque coiqcide en el término,. se
AL A W‘"WW‘“*WM ki 'M‘W ' trata de un concepto ligeramente distinto de la Semilla
‘ expuesta en lineas precedentes) e “Hilos”.

M’W\M“W‘”‘W\‘WMWM"\M

WL
H’NW«M"M v WW%NW ! Y

En un primer paso se elaboran las “Envolventes” (en tono oscuro en el grafico,
ocupando la parte alta y baja del mismo) y la “Semilla” (en tono intermedio y situado en la parte
central entre las envolventes).

- Las “Envolventes” determinan un espacio de caracter abstracto que modulard las curvas
brownianas denominadas “Hilos”. Estas curvas no tienen que ver con el término “envolvente”
de onda utilizado en electroacustica.

- La “Semilla” es otra curva browniana que tiene la misién de regular el comportamiento de los
“Hilos”. Controla el grado de irregularidad de estos ultimos haciendo que su proceder sea mas o
menos persistente. Provoca trayectorias ascendentes o descendentes en las que pueden aparecer
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zonas con cambios bruscos o, por el contrario, paulatinos. Actua como modelador de los
“Hilos”.

- Las “Envolventes” y la “Semilla” pueden ser calculadas independientemente o pueden
albergar algun tipo de relacion entre si o incluso derivar unas de otras. Sobre ellas se puede
actuar modificando el exponente de Hurst (recordemos que es el responsable del grado de
irregularidad de una curva browniana). También es posible aplicar métodos tradicionales, tales
como retrogradaciones, inversiones o inversiones retrogradadas.

- Los “Hilos” se generaran en una fase posterior (en el grafico corresponden a las curvas
brownianas de tono mas claro) y es lo que se transformard en musica. Su discurrir estard
condicionado, como se ha dicho anteriormente, por el comportamiento de la “Semilla” y a la
vez modulado por el espacio que definen las “Envolventes”.

Previamente a la generacion de los “Hilos” se definirdn varios pardmetros que expresaran la
relacion deseada entre “Hilos” y “Semilla”.

Es importante pensar que todas estas curvas definen modelos de comportamiento
abstracto. Por otro lado sera necesario completar el proceso con cierta informacion libremente
elegida del tipo:
1-Registro sobre el que se van a mover las alturas.
2-Tipos de escala sobre la que se trabajara. En el caso de Guerrero siempre era de cuartos de
tono.
3-Tramo de curva que se va a utilizar.
4-Esquema ritmico a desarrollar. Guerrero habitualmente lo hacia mediante un sistema aleatorio
de tipo “Random”.

El proceso se completaba utilizando determinados filtros que posibilitaban tareas
concretas, tales como la distribucidon de una sola curva browniana (un “Hilo”) entre un grupo de
instrumentos, o el intercambio de parametros del tipo alturas transformadas en ritmica o
viceversa.
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La imagen corresponde a un tramo de Zayin Il elaborado mediante las técnicas que se

acaban de describir.

it

(1) 1951-1997

(2) 1962-2007

(3) Serie escrita para cuerda con dicho titulo (compuesta por 8 numeros). Hay un C.D. editado con referencia: DS-
0127//Musica de Andalucia//Almaviva//WDR. La interpretacion corre a cargo del cuarteto de cuerda “Arditti string
quartet”. Otras referencias de Francisco Guerrero en http://Brahms.ircam.fi/textes/c00000939/index.html
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5.1 Paginas web:

Es abrumador el numero de paginas que podemos encontrar en relacion a los fractales
simplemente tecleando “fractals” en el buscador. A continuacién sefialamos algunas en las que
asiduamente hemos consultado informacion:

http://coco.ccu.uniovi.es/geofractal/

http://www.fractalus.com

http://www.quanta.net.py/zfractal/mainmenu.htm
http://es.wikipedia.org/wiki/Fractal
http://www.dma.fi.upm.es/docencia/segundociclo/geomfrac/proyectos/tutorial-mov-
brow/pagina%?20inicio.htm

http://local.wasp.uwa.edu.au/~pbourke/fractals/ifs hedgehog/
http://www.btinternet.com/~ndesprez/manual/attractors.htm#ifs
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Quisiéramos remarcar especialmente la pagina del compositor lannis Xenakis. A pesar de no
tocar el tema de los fractales en relacion con la musica, es el pionero en relacion a las técnicas
compositivas que utilizan modelos estocésticos, de estrategia musical, simbdlicos y otros
relacionados con técnicas que derivan del estudio del caos.

http://www.iannis-xenakis.org

En nuestra pagina web damos cuenta del resultado de nuestra busqueda en esporadicas
actualizaciones.
http://www.carlossatue.com
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